Procesos Aleatorios (P.A.)

Promedio en tiempo.

Es la medida estadistica en un tiempo determinado de una funcién muestral.
Promedio Conjunto.

Es el promedio estadistico de las medidas estadisticas de todas las funciones
muestra en un tiempo determinado.

Proceso Aleatorio Estacionario.

Un proceso es estacionario, cuando las caracteristicas estadisticas de las
funciones muestra no varian con respecto al tiempo.

e Proceso Aleatorio Estacionario en Sentido Estricto (SSS)
Un proceso aleatorio es estacionario en sentido estricto si su estadistica es
invariante ante un corrimiento temporal.

fo(x1, .o 1. ty) = fo(z1, .. xp,t1 + ..oty +0)

Lo que indica que su densidad de probabilidad conjunta es independiente
del tiempo y solo depende de 7 =5 — t4

e Proceso Aleatorio Estacionario en Sentido Amplio (WSS)
Un P.A. es estacionario en sentido amplio si su valor promedio (esperanza,
media) es constante y su autocorrelacion solo depende de la diferencia de
tiempo T =1ty —
Elx(t)] = pz = ctte

Ry (1) = Elx(t)x(t + 7)]
E[xz (t)] = Ry (0)

Ademas la autocorrelacion se caracteriza por :

Ryo (1) = Raw(—T7)
| Rae(T)| < Raa(0)
|[Raw(0)] = Ela*(t))
X4 La grafica de R, (7) nos da la informacién del comportamiento temporal del

P.A.
Observaciones
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e Si la densidad de probabilidad conjunta es independiente del tiempo hasta
un orden m, se dice que el proceso es estacionario de orden m, lo que

incluye la estacionaridad de los ordenes menores.

e Siel P.A. es estacionario de orden 1, el valor promedio (E[x(t)]) de la v.a es

constante.

e Sies de 2° orden ademas de cumplirse la condicién anterior la correlacion
entre dos v.a. dependerd, no de la ubicacién absoluta sino de la distancia

entre ellos (7).

X4 Un proceso SSS es WSS, pero un proceso WSS no necesariamente es SSS.

Promedios Temporales y Ergodicidad.

e Ergodicidad de la esperanza o media de una funcién muestra x(t) de

un proceso aleatorio X(t) es definido como:

T/2 00
= Elo(t)] = lim — / (t)dt = / (1) fdp(x)da(?)

T—o0 T/2 —00

e La Autocorrelacion de una funcion muestra es definida como:

oo

R.»(7) = Elz(t)x(t + 7)] = / z(t)x(t + 7) fdp(x)dx

— 0

"HLos valores de Z y R, (7) dependen de la funcién muestra del P.A. Proceso
Ergddico
Si la naturaleza del P.A. es tal, que los promedios estadisticos conjuntos y los

promedios temporales (Z) son iguales, se conoce como Proceso Ergédico.

Un proceso estacionario X(t) se conoce como ergddico en la media si:
T = FElx(t)] = pge = ctte
Un proceso estacionario X(t) se conoce como ergddico en la autocorrelacion si:

Elx(t)z(t+ 7)] = Razx(7)
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X4 Si X(t) es ergddico, todas sus promedios estadisticos pueden

determinarse de una funcion de muestra.

Relacion de Parametros de senales eléctricas y los promedios
temporales

1. & = E[z(t)] es igual al nivel DC de la senal z(t).

&I

+2(0) = E[z(t)?] = 22 es igual a la potencia promedio total de z(t).
Elz(t)]? = 2% es igual a la Potencia DC de x(t).
= E[2?] — E[z]? es igual a la potencia promedio AC de x(t).

o, es el valor RMS de la senal x(t).

@.U'r&.w!\’

F{R,,(7)} = Sz (jw) Densidad Espectral de potencia.
Densidad Espectral de Potencia DEP S(jw)

Un proceso aleatorio es una coleccién de senales en tiempo, por tanto, no
podemos calcular la transformada de Fourier del proceso en si mismo, pero
podemos obtener una representacion del proceso en el dominio de la frecuencia
si expresamos la transformada de Fourier en términos de un promedio del
conjunto de realizaciones. La secuencia de autocorrelacién de un proceso
estacionario en sentido amplio (WSS) proporciona una descripcién en el
dominio del tiempo del momento de segundo orden del proceso. Como R, (T)
es una secuencia deterministica, podemos calcular la transformada de Fourier.
Esta expresién determina el espectro de potencia o densidad espectral de
potencia del proceso. Conocido el espectro de potencia, podemos obtener la
secuencia de autocorrelacion mediante la transformada inversa. Por tanto, el
espectro de potencia proporciona una descripcién en el dominio de la frecuencia
del momento de segundo orden del proceso.

Propiedades de la Densidad Espectral de Potencia

1. Simetria. Puesto que la secuencia de autocorrelaciéon de un proceso
aleatorio WSS posee simetria conjugada, el espectro de potencia es una
funcién real de w. Si el proceso es real, la secuencia de autocorrelacién es

real y par, lo que implica que el espectro de potencia es real y par.
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2. Positividad. El espectro de potencia de un proceso aleatorio WSS es no

negativo.

3. Potencia total. La potencia de un proceso aleatorio WSS de media cero es

proporcional al area bajo la curva de densidad espectral de potencia

EJEMPLO: Una senal aleatoria Y (t) = AX(t)cos(w.t + ¢), donde X (t) es un
proceso aleatorio, estacionario de media cero, con autocorrelacion R, (7) y
espectro de potencia S,,. La Amplitud A y la frecuencia w,. son constantes y la
fase ¢ es una v.a. distribuida uniformemente sobre [0, 27]. Asuma que X (t) y ¢
son independientes, encuentre la media, la autocorrelacién y el espectro de
potencia de Y (¢).

Solucioén:

a) Célculo de la Media:

py(t) = E[Y ()] = E[AX (t)cos(wct + ¢)] = AE[X ()] Ecos(wet + ¢)]

como X () es un proceso aleatorio de media cero (E[X(t)=0), luego p, =0

b) Calculo de la Autocorrelacién:
R,, =FEY)Y(t+71)| =
A2

= TE[X(t)X(t + 7)]E[cos(weT) + cos(2wet + wet + 2¢)] =
A2
= TR:C:C(T)COS(’LUCT) = Ry (7)
c) Calculo del Espectro de Potencia:
. A?
Sy(jw) = F(Ryy (7)) = 5 F (Rea(r)cos(w.r) )
A2

Syy(Jw) = ESm(jw) * [mo(w — we) + 7o (w + w,)]

2

S, (jw) = AI [sm(w — we) 4+ Sy (w + wc)]

Paso de un Proceso Aleatorio a través de un Sistema LIT

Y(t) =h(t) « X(t) = /OO h(a) X (t — a)da

— 00
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= h(t) * Ex(t)]

Luego aplicando el mismo razonamiento pero calculando la autocorrelacion de
la senal de la salida y expresando la salida en funcién de la densidad espectral

de potencia DEP obtenemos.
Syy(jw) =| H(jw) [* Szz(jw)
Ejemplos de paso por sistemas LIT de senales Aleatorias.

1. Sumador
Determine Z(t)=W(t)+X(t), donde W(t) y Z(t) son procesos aleatorios
ergddicos, e independientes estadisticamente.

R.(7) = E{X () + W) H{X({E —7) + W(t —7)}]
EXOX(t—71)|+EXEOW(E—1)]|+EWEHW(E—7)|+EWH)X(Et—7)] =
Rxx(7) + Rww(7) + EIX(@)|EW({ —7)]+ EW(Q)]EX({—7)] =
Rxx (1) + Rww(7) + 2E[X ()| E[W (1)]

Si alguno de los P.A, tiene media cero, entonces:

RZ(T) = RX)((T) + wa(’]’)

F{RZZ(T)} _ F{Rxx(T)} + F{wa(T)}
S.(Jw) = Sxx (jw) + Sww (jw)

2. Retardador
Sea z(t) = X(t — tp), Determine la autocorrelacion y la DEP de z(t)

R.(T)=E[X(t—t))X(t —to—7)] = Rx (1)

3. Transformador de Hilbert
Sea x(t) una senal , cuya transformada de Fourier es X (jw), la
transformada de Hilbert de x(t) es representada por z(t), y su

EC1421 Senales y Sistemas Sept-Dic 2006 - Prof. Cecilia Murrugarra Q.



transformada de Fourier es
)/f(jw) =| X (jw) | eI £(X(Jw))—jFsgn(jw) — —jsgn(jw)X (jw).

El transformador de Hilbert, mantiene el espectro de amplitud de z(t) y defasa
o resta una fase 90 grados a todas las componentes en frecuencia. Si x(t), es una
senal aleatoria y pasa un sistema que representa al transformador de Hilbert

obtendriamos:
Ry (1) = hg(—7) * hg(T) * Ryy(T)
Syy(Jw) = Hy (Jw) * Sga(jw)
Syy(Jw) =[ (=jsgn(jw)) |2 %S0 (jw) = Goa(jw)
Procesos Gaussianos
Un P.A. X(t) es un proceso gaussiano, si cada funcion muestra de de X(t) es

una v.a. gauseana. Podemos decir que X(t) tiene una distribucién gaussiana si

su funcion de distribucién de probabilidad tiene la forma:
1 ot
p T) = e QUZE
+(@) V2no,
Si la variable X(t), esta normalizada, se tiene que T = p, =0y o2 =1

I —a?
pw(x) — \/ﬁe 2

para N(0,1) = N(p,02)
Propiedades:

e Si X(t) es un proceso gaussiano aplicado a la entrada de un sistema LIT, la
salida también es un proceso aleatorio gaussiano Y(t).

e Su un P.A. X(t), es gaussiano, entonces las funciones muestra generadas por

X(t) son conjuntamente gaussianas, para cualquier n, siendo n, el orden del

P.A.

e Si el proceso gaussiano es estacionario, entonces el proceso es estrictamente
estacionario.

e Silas v.a. z(t1),z(t2),...x(t,), son obtenidos de un proceso gaussiano X (t)

en los tiempos tq,t2,...t, y son no correlacionados entonces las v.a. son

estadisticamente independientes.
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La Funcion Error Complementario Q{z)

O(z)= (et d A
N2iTe
o)== Q(-)=1-0() =20
1
Oz)=—-erf|z)
erf (z) =——[ &7 4
Y T T A
() = —j_a
z Q(z) z Q(z) z Q(z) z Q(z)

0.000 0.500000  1.00| 0.15866)  2.000 0.02275  3.000 0.00135
0.05 0.48006  1.09 014686  2.05 0.02018] 3.0 0.00114
010 046017 1.0 0435670 2.0 001786  3.10] 0.00097
015 0.44038 115 041257 215 0.01578]  3.45 0.00082
020 0.42074 120 041507 220 0.013%0  3.20 0.00069)]
025 040129 129 0410565 225 0.01222] 325 0.00058
030 038209 130 0.09680] 230 0.01072]  3.300 0.00048|
0.35 0.36317]  1.35 0.08851 239 0.00939] 3.3 0.00040|
0.40 034458  1.40 0.08076]  2.40 0.00820]  3.40{ 0.00034]
045 032636 145 007353 245 000714  3.45 o0.00028|
0.500 0.30854  1.50| 0.06681 2.50 0.00621 3.50 0.00023
059 029116 159 0.06057]  2.59 0.00539  3.55 0.00019|
060l 027425  1.60| 0.05480  2.60 0.00466]  3.60 0.00016|
0.65 025785  1.65 0.04947]  2.65 0.00402)  3.65 0.00013
0.700 0.24196]  1.70| 0.04457] 2.7l 0.00347]  3.70| 0.00011
0.75 0.22663  1.75 0.04006)  2.75 0.00298]  3.75 0.00009
0.80 021186  1.80 0.03503  2.80 0.00256  3.80 0.00007]
0.85 019766 189 0.03216] 285 000219  3.85 0.00004
000 0.18406 1.0 0.02872)  2.90 o0.00187]  3.90 0.00005
0.95 017106 195 002559 295 000159  3.95 0.00004
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Ruido El término ruido es designado a senales no deseadas que tienden a
perturbar la transmisién y el procesamiento de senales en un sistema de
comunicacon y sobre el cual no es posible un control completo. Las fuentes de

ruido mas comunes son:
e Ruido atmosférico.
e Ruido galéctico.

e fluctuaciones espontaneas de corriente, voltaje en circuitos eléctricos.
— Ruido de disparo, ocasionados por dispositivos electronicos.
— Ruido térmico, ocasionado por el movimiento aleatorio de electrones en

un conductor.

Ruido Blanco. El andlisis del ruido en sistemas de comunicacién esta basado
en una idelizacion del ruido llamado Ruido Blanco, donde su densidad espectral

de potencia es independiente de la frecuencia de operacion.

Reu(7) = 50(7)

Ruido Blanco Gaussiano Pasabajos.

Sraiw) = 5 11 (55777)

Ruido Blanco Gaussiano Pasabanda.

Sea(Jw) = g[H (wm;/j:c) +11 (wQ;_VZCH

Un receptor en un sistema de comunicacion, usualmente incluye un

procesamiento de una senal recibida. Este procesamiento puede tomar la forma
de un filtro pasabanda donde su banda es ajustada a lo largo de la componente
modulada de la senal recibida.

El ruido que aparece a la salida del filtro es denominado ruido pasabanda, con
componentes espectrales de ruido pasabanda concentrados alrededor de w..
Para analizar los efectos del ruido pasabanda en el desempeno de sistemas de

comunicacion, se cuenta con dos representaciones del ruido pasabanda.
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e Ruido Pasabanda definido en términos de su envolvente y fase.

X (t) = V(t)cos(wet + (1))

e Ruido Pasabanda definido en términos de sus componentes en fase y

cuadratura.

donde:

Caracteristicas:

X(t)

= X.(t)cos(wet) — Xs(t)sen(wet)

e X.(t) y Xs(t) de una senal ruido pasabanda tienen media cero.

e Si la senal ruido pasabanda es gaussiana X.(t) y X(t) son gaussianas.

e Si la senal ruido pasabanda es estacionaria, entonces X (t)y X(t) son

estacionarias

e X.(t) y Xs(t) tienen la misma densidad espectral de potencia.

Sxc(Jw) = Sxs(jw) = Spa(w — we) + Sza(w + we)

o X.(t) y Xs(t) tienen la misma varianza.

e Si X () es gaussiana y S, (jw) es simétrica con respecto a w,., entonces

Xc(t) y Xs(t) son estadisticamente independientes.
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Transmisiéon de Senales con Ruido. Dado el siguiente sistema.
1 Sm(jw)

X(t Xo(t)+ 1ot
L@—» Receptor — =10

Donde X (t) es la senal a la entrada del receptor, S,,(jw) es la densidad
espectral de potencia de la senal de ruido, X p(t) la senal en el destino y np es
la senial del ruido en el destino. Luego Yp = Xp(t) + np(t). Calculando la

autocorrelacion de la salida
Ryy(1) = E[(XD(t) +np(t))(XD(t +7) +np(t +7))]
Si calculamos la potencia promedio total de la salida obtenemos:
Ry (0) = E[X () + 05 (t) + 2Xp(t)np(t)] = E[Y(t)]

Luego si la fuente de ruido es independiente de la senal 6 mensaje y el ruido

tiene media cero, entonces la potencia promedio total estaria representada por:
P = BIXp(t)] + Elnp(t)]
Relaciéon Senal a Ruido.

N

Elng (1))

Otra forma de medir la relacion Senal a Ruido es apagar la sefial X(t) y medir

(S) E[XB ()]

la potencia del ruido y la potencia de la salida obteniendose:

E[YZ®)] _ EXH®)]+ Enp@)] :(ﬁ) 4
N/D

Elnp )] Eln (1))
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Ejemplo Suponga el siguiente sistema de transmisién en banda base dondel el
mensaje z(t) tien un ancho de banda B y potencia S,.

Sv=mn/2 | PF
@ g cond ! Xot) +Noff
H-@_T. L _>®_> [1(w/2B) >
Transmisor ; Y ;
eceptor
Sz
Sp = gggR
2B
Sy — ngz;

(§> _ Segrgr _ Sagr _ St
N/p ngrBL nLB  nLB
Observamos que la relacién senal a ruido de la senal recibida es:

e No depende de la ganancia del receptor.

e Es inversamente proporcional al ancho de banda del filtro.

e Es inversamente proporcional a la atenuacion.

Sistema Repetidor

_ SN2=mn32/2
SN1=m1/2
o (S/N): (S/N)e

} (SN
e i ot BT o

SNT=nu2

Los sistemas repetidores estan disenados con unidades identicas y ganancias

grandes para compensar las pérdidas, es decir
Gi _ Gy _

Ll_L2_~-':13771:772:773:77M
<S) _ 2Srg1 St
N/1 - 771L12B - nlLlB

()= 3%,
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Demostracion de la relacion (%) de un sistema con repetidoras.
D

Sea N7 la potencia del ruido del sistema 1:

N1 =mg:B
_ mg1Bgo
Lo

gumgiBgs  megaBgnr
_ B

Como en los sistemas de repetidoras estamos suponiendo unidades identicas y la

No + 12928

Ny

relacion % = 1, obtenemos:
Ny =magiB +m292B +nvgu B = 3ng1 B = 3nL1 B

y la relacion de potencia de la senal en el destino es:

St g1 g2
Sp=—.>—. == =9
D L1 Ly L am T

()= 3(%),

Luego,

_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
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